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1. INTRODUCAO

Este trabalho se baseia no artigo de Farrag, [1996],
que descreve uma forma muito eficiente de geracao
de extensdes k-tolerante a falhas. Iremos descrever
detalhadamente o funcionamento desse procedimento
e, em seguida, descrever algumas formas de melho-
rar a complexidade do algoritmo, além de modifica-lo
para melhorar sua performance.

O artigo esta dividido em quatro secoes. Além desta
primeira se¢ao, contendo a introducao, na secao 2 des-
trevemos o problema de forma geral, apresentando
diversos conceitos necessarios para a compreensao da
solucdo proposta por Farrag, além de apresentar uma
descricao simples e direta dessa solucao. Na secdo trés,
apresentamos a técnica de forma detalhada, demons-
trando o pseudocodigo de forma completa e analisan-
do sua complexidade, a partir da complexidade de cada
parte interna do algoritmo. Por fim, na secdo quatro,
damos uma conclusao, além de sugestdes para traba-
lhos futuros, baseados neste texto.

Diversas pesquisas sao desenvolvidas na area de
processamento paralelo. A computacdo paralela re-
solve, de forma mais rapida, diversos problemas, como
mapeamento genético, simulacdes climaticas e con-
trole de trafego aéreo, reduzindo muito o tempo re-
querido para a solucdo de um problema.

Podemos clarificar, de forma bem simplista, a com-
putacdo paralela em duas categorias, quanto a sua
necessidade: como primeiro caso, podemos citar a
necessidade de encontrar a solucao para um proble-
ma 0 mais rapido possivel; o segundo caso seria re-
solver um problema em um tempo maximo
predeterminado. Na primeira categoria estdo proble-
mas onde a solucdo na computacdao comum levaria,
em alguns casos, até centenas de anos, como deci-
frar seqiiencias genéticas, simulacoes climaticas e de
reacoes quimicas e decodificacao de sinais de radio
de telescopios.

Nosso trabalho se aplica, principalmente; ao segun-
do caso. Como exemplo de aplicagdo, podemos citar
computadores multiprocessados que efetuam contro-
le de trafego aéreo. Nesse tipo de sistema, nao adianta
dar a resposta em um tempo que tenda a zero, mas é
critico que ele responda em um tempo suficiente para
evitar um desastre. Assim, é possivel projetar um sis-
tema que forneca a resposta antes de um tempo pre-
determinado. Se essa resposta vier antes, ndo ird gerar
nenhum problema. Por isso, é necessario atribuir pro-
priedades de tolerancia a falhas nesses sistemas, com
a insercdo de novos processadores, por exemplo.
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O sistema se tornara mais rapido, porém sera tam-
bém mais seguro.

Além disso, muito do que esta descrito neste tra-
balho é essencialmente escrito em termos da teoria
dos grafos, podendo, portanto, ter utilizacbes além
das inicialmente pensadas.

2. DESCRICAO DO PROBLEMA

Diversas técnicas de extensdes k-tolerante a fa-
Ihas foram criadas. Dentre elas, podemos citar Farrag,
[1995], Dutt [1990], Wu, 2000, Banatre etal. [1989] e
Lee and Wang [1995]. Uma técnica muito eficiente
chamada particionamento em distancias m foi defini-
da em Farrag [1996].

Vamos descrever detalhadamente e implementar
o algoritmo para particionamento em distancias m
para o projeto de uma extensao k-tolerante a falhas
de um grafo circulante. Para que possamos iniciar,
vamos, primeiro, definir alguns conceitos que serdao
utilizados ao longo do texto.

Definicao 1 Grafo circulante

Um grafo circulante é um grafo G(V, €) de n vérti-
ces, onde existe pelo menos um ciclo no qual podem
ser embutidos todos os vértices de V, no qual oi-ésimo
vértice é adjacente ao (f'+aj(mod n))-ésimo e ao
(r‘-aj(mod n))-ésimo vértice, para todo a,em um conjun-
to A, para 1<a< (3], 1<j< [4] | para 1<i<[4]
[Weisstein, 2000], [Farrag, 1996].

Os elementos do conjunto A serdo denotados como
offsets, [Farrag, 1996].

Definicao 2 Offset

Estando os vértices do grafo circulante dispostos
simetricamente e de forma eqiiidistante ao longo de
uma circunferéncia, um offset a é o nimero de arcos
entre os vértices que estdo no arco menor formado
por uma corda entre dois vértices x ey mais 1, se
= [g] , €aso contrdrio, a = n - a. Assim, podemos
dizer que no grafo circulante, dois vértices x e y sao
unidos por uma aresta, se e somente se, existe um
offset a, tal que se x e y sdo vértices numerados do
grafo circulante, entdo a, = (x - y) mod n [Farrag, 1996],
[Dutt and Hayes, 1991].

Exemplo 1 Considere um grafo de 15 vértices e o
conjunto A = {1, 3, 5}. A Tabela 1 mostra suas
adjacéncias.



R I A 0L00010130L0111011101021000050402110030%01000300101100L00030
L 0LLL0L0LY

LL0L0110000L0L0333003030%000%00%0%L00%000303 3030114

0LLL0L0LL0000L0303LL00L0L0L000L0010110010001011050111041101031000010101110010L010001001011001000201101010111001
L1LO0L0L0L00050030LL005000L011010111011101031000040101430030201000100101100100030110010L00L0L000003010331001010

Vértice 1 _

i PR i+
0 1 14 3 12 5 10
1 2 0O | 4 | 13 6 11
2 3 ] 5 14 7 12
3 4 2 6 0 8 13
4 5 3 s 1 9 14
5 6 4 8 2 10 0
6 7 5 9 3 11 1
7 8 6 | 10 4 12 2
8 9 7 1 5 13 3
9 10 8 12 6 | 14 4
10 11 9 13 7 0 5
11 12 | 10 | 14 | 8 | 1| 6
12 et 40 0 9 2 7
13 14 | 12 1 10 3 8
14 0 13 2 11 4 9

Tabela 1: Calculo da adjacéncia dos vértices de um grafo
circulante G [1, 3 ,5: 15]. Todos os valores estiao
em (mod n).

O grafo circulante Gsera denotado porGla, a
a,; nl,onde0 <i<[4], A={a, a,.., a}, & o conjunto
de offsets e né o nimero de vertlces no grafo G.

Devido a simetria do grafo circulante, neste artigo
tomamos como o nimero maximo de offsets de um
grafo o valor [4], ouseja, 1 < |A| <[4],e q,<[4] Va,
€ A. Devemos notar também que se substituirmos
um offset a, pelo offset n - a,(ou por-a), o grafo tera
exatamente as mesmas arestas. Por isso, se um offset
a, for calculado e ndo estiver nessa faixa de valores,
este devera ser convertido para o seu offset equiva-
lente dentro da faixa 1 < a, <[§], isto &, se g é um
offsete a >[2] entio a = n - a mod n.

Definicao 3 Extensdo k -ft

Um grafo G' é dito ser uma extensdo k-tolerante a
falhas (ou k - ft) de um grafo G se para cada subcon-
Junto F de no madximo k vértices, o grafo G' - F que é
obtido removendo-se os vértices em F de G' deve con-
ter um subgrafo isomérfico a G.

Agora que ja temos alguns conceitos, vamos co-
mecar a explicar o algoritmo, lembrando que nosso
problema consiste em, dado um grafo G e um inteiro
k, determinar a extensao k-tolerante a falhas de G.

Seguindo a Definicao 3, a idéia basica da geracao
de extensdes k-tolerante a falhas é adicionar ao grafo
G um conjunto S de vértices sobressalentes, sendo
|S| =k, isto &, um conjunto com k vértices, de modo a
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formar um novo grafo H. Assim, removendo-se um
conjunto F de vértices de H, onde F representa o
conjunto de vértices falhos, sendo 1 < |F| < |S|, o
grafo /resultante da remocao dos vértices falhos serd
isomorfico ao grafo G.

Para que o novo grafo Hseja uma extensao k-toleran-
te a falhas do grafo G e para que a extensido
k-tolerante a falhas seja eficiente, algumas propriedades
[Dutt and Hayes, 1991] devem ser satisfeitas. Sdo elas:

1. Baixa redundancia, isto &, o nimero de vértices
e arestas sobressalentes deve ser reduzido o
maximo possivel.

2. Reconfiguracao rapida, incremental e distribui-
da. A reconfiguragao incremental é a capacida-
de do sistema de se reconfigurar em caso de
novas falhas, sem a necessidade de desfazer con-
figuracOes para contornar falhas anteriores. Ja a
reconfiguracdo distribuida, é necessaria para per-
mitir que diferentes partes do sistema falhem e
se reconfigurem concorrentemente, sem a ne-
cessidade de um controlador central para
reconfiguragao.

3. Projeto incremental, o que permite projetar um
sistema com alta tolerancia a falhas a partir de
um sistema comum, sem grandes custos.

4. Amenabilidade para sobressaléncia local, isto
é, a diminuicdo ao minimo da necessidade de
ligacOes e processadores sobressalentes.

Assim, foram criados alguns métodos para proje-
tar extensodes k-tolerante a falhas que atendam esses
requisitos.

Um método basico consiste em adicionar os vérti-
ces usando o Teorema 1, [Farrag, 1996]:

Teorema 1 Seja um grafo circulante Gla,, a,, ...,
a_: nl, nés podemos construir um grafo circulante H
com (n +k) vértices que é uma extensdo k-tolerante a
falhas de G, onde o conjunto A de offsets de H consiste
da seguinte unido:

g, a,+ ) 842, wpd, K fas a0 1,
U..Ula,a+1,a+2,.. a+Kk.

aa R

Porém, uma extensdo k-tolerante a falhas
construida de acordo com o Teorema 1 s6 sera efici-
ente em relacao ao grau dos vértices (conseqiiente-
mente ao nimero de arestas que deles saem) se 05
offsets de G forem consecutivos, isto €, tenham a for-
mai{a,a+1,a+ 2, ...}. Podemos visualizar isso atra-
vés dos seguintes exemplos.
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Exemplo 2 Considere o grafo circulante G [1, 2:
13], mostrado na Figura 1. Uma extensdo 2-ft do
grafo G, seria construida de acordo com o Teorema
| da seguinte forma:

{1, 1+1,1+2}U{2,2+1,2+2}=(1, 2, 3, 4}

A extensdo 2-ft de G [1, 2: 13] seria o grafo
HI1, 2, 3, 4: 15] exibido na Figura 2.

imes
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Exemplo 3 Agora, se considerarmos o grafo
G [1, 3: 13], sua extensdo 2-ft serd gerada da
seguinte forma:

{1,17+1,1+2}U{3,3+1,3+2}=1{1, 2, 3,4, 5}

sendo entdo o grafo H[1, 2, 3, 4, 5: 15].

SN
R

A

il

NANSS |
N Vi

Figura 2: A solucdo 2-tolerante a falhas do grafo da Figura 1.

Figura 4: A solucdo 2-tolerante a falhas do grafo da Figura 3.
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Podemos perceber que o método do Teorema 1
gera arestas desnecessarias na extensio k-tolerante
a falhas para conjuntos de offsets ndo consecutivos.

Conforme foi descrito [Farrag, 1996], um método
muito eficiente para encontrar solucdes k-tolerante a
falhas é através do particionamento em Distancias
m. Sua idéia consiste em particionar o conjunto de
offsets em conjuntos disjuntos de elementos, utili-
zando uma seqliéncia de particionamento que sera
gerada da forma descrita a seguir. Apds o
particionamento, serdo gerados novos Grafos
circulantes, e estes serdo transformados em sua con-
figuracao em bloco, utilizando a técnica demonstra-
da adiante, para que os offsets destes grafos em bloco
tenham a forma {a’, a’ + 1,...}. Para cada grafo gera-
do, deve ser aplicado entdo a técnica do Teorema 1
para cada grafo em bloco. Isso ird gerar um conjunto
de solugdes possiveis, isto €, um conjunto de grafos
isomorficos. Apds gerar esse conjunto de solucdes,
aquela com o vértice de menor grau em relacao ao
namero de arestas que saem dele sera escolhida como
a mais eficiente.

Este algoritmo tem a seguinte estrutura basica, que
sera detalhada mais adiante:

1. Gere um conjunto M de inteiros {m,, M1,
para 1<j<[4], e tal que todo elemento de M seja
relativamente primo a n, isto é, gcd (n, m)=1,
paral < m<[4];

2. Para cada mj do conjunto M, encontre a parti-
¢do correspondente dos offsets usando o pro-
cedimento Particao(A, n, m,) descrito adiante,
e para cada particao construa o grafo corres-
pondente, denotado por Gm [a,, a,,...,a; nl, onde
i <|Alea €A

3. Para cada grafo Gm, [a,, a,,...,a;: n] gerado no
passo (2), construa o grafo em bloco correspon-
dente, denotado por BL(G, [a --,@;: 1)), COMO
descrito mais adiante;

4. Paracada BL(C,, [a,, a,,...,a; n]), use 0 Teorema
1 para construir uma solucao k-tolerante a fa-
lhas;

5. Compare todas as solugdes k-ft construidas em
(4) e selecione aquela com o vértice de menor
grau.

A seguir, descreveremos mais detalhadamente es-
tes cinco passos e 0 que é necessario para completar
o algoritmo.

2.1. Encontrando os elementos do
conjunto M

Nesta técnica, precisamos de um conjunto M de
nameros m relativamente primos a n.

m 1000L01101045L0L1101011000010101110010103000100L034001000L0
110L0L100001000LL100101010003003011001000101L0L01110111L0L0310

1100001010111001030L000100L01 10010001
001001031001000505 50000 L1011 L

L0L0L110111L010L1L0000L03041100L003000300%
000101011100L0101000100101100100010110101110111010110

03103033303310103100001010L1100L0L0%000%!
01011000010301310010303000300101100L000101 101

001011001000L0110501011100%
0010100101000001030LL200L0%0
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Aqui sera usado um procedimento gcd(a, b), que
retorna o maior divisor comum entre dois nimeros age b.
Sabendo que, se gcd (a, b) = 1, entdo os nimeros
ae bsao relativamente primos, podemos gerar todos
os inteiros {m,, -,m}, tal que para todo m; tenha-
mos gcd (n, m)—l para1 <m <[4].

2.2. O particionamento e a criacao dos
grafos ij. la,, a,,...,a; n]

Esse algoritmo tem por finalidade particionar os
offsets do grafo circulante dado em conjuntos
disjuntos. Para isso, usaremos como base os valores
de uma seqgiiéncia S (n, m, ), descrita na Definicao 4,
onde n é o nimero de vértices do grafo e m; & cada
namero inteiro relativamente primo a n gerado con-
forme mencionado na secdo 2.1.

O resultado, para cada m, passado para o procedi-
mento, sera um conjunto de subconjuntos disjuntos
de offsers.

Para particionar, utilizaremos uma seqiiéncia de
particionamento S, definida da seguinte forma:

Definicao 4 Seqiiéncia de particionamento

Sejan em um par de inteiros tal que gcd(x, y)=1 e n
>m >0. Nos definimos uma seqiiéncia ordenada basea-
daem m e n, denotada por S (n, m) =(S,, S,,...,S;) onde o
i-ésimo elemento é computado como segue: se [i » m
(mod n)] <[%], entdo si = [i + m (mod n)],
caso contrdrio, si=n - [i + m (mod n)), [Farrag, 1996].

Tabela 2: Seqiiéncia Sparan=15em=7.

Posico i | [i * m (mod n)] si
1 7 7
2 14 1 1
o 6 6
4 13 2 2
S 5 5
6 12 2 3
7 4 4

Exemplo 4 Se considerarmos um grafo comn =15
em=7,aseqliiéncia S(n, m) serd criada como mostra-
do na Tabela 2, sendo S(15,7)=(7,1,6, 2,5, 3, 4).

Lema 1 A seqiiéncia S (n, m) contém todos os ele-
mentos de 1 até [§].

Prova 1 Para qualquer par de inteiros i e j meno-
res quen, [i =m (mod n)] =[j + m(mod n)] - [i = m™ »
m (mod n)] = [j = m! « m (mod n), assim, como m' =
m(mod n) =1 - i=j. Portanto, todos os elementos de
S (n, m) devem ser distintos. E como S (n, m) contém
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exatamente [451] elementos inteiros positivos, cada um
deles deve ser no mdximo igual a[4], além de conter
todos os niimeros de 1 até [§].

Definicao 5 Subconjunto mdximo de
distancia m

Um subconjunto de um conjunto de offsets de um
grafo circulante de n vértices é chamado subconjunto
de distdncia m, onde m é um inteiro relativamente
primo a n, se existe uma subseqiiéncia de elementos
onsecutivos na seqtiéncia S (n, m) que contém todos
0s elementos neste subconjunto. A seguir, um subcon-
junto de distancia m é chamado mdximo se ele nao
estd contido em nenhum outro subconjunto de
distancia m.

Exemplo 5 - Considerandon=15em =7, a se-
giiéncia S(15,7)=(7,1,6, 2,5, 3, 4). Para um grafo
tirculante de 15 vértices e com os offsets {2, 4, 6, 7},
0s trés subconjuntos {7}, {2, 6} e {4} sdo subconjuntos
do conjuntos dos offsets, todos mdximos e com dis-
tancia 7.

Pela definicdao, podemos notar que cada offset do
grafo vai pertencer a exatamente um subconjunto ma-
ximo de distancia m.

Definicao 6 Particdao em distancia m

Uma colegdo de subconjuntos disjuntos de distancia
m definidos sobre um conjunto A de offsets de um grafo
circulante serd denotado por P(A, n, m). Entdo, P(A, n,
m) serd chamado de Particdo de A em distdncia m se
cada subconjunto de distdncia m em P (A, n, m) é md-
ximo e todo offset em A aparece em P (A, n, m).

2.2.1. Seqiiéncia de construcao

A partir daqui, iremos propor algumas pequenas
modificacbes, em relacdo ao descrito em Farrag, [1996].

1. Construir a sequéncia S(n, m)=(s,, s

2 ---:5[_51]>-
segundo a Definicao 4.

2. Procuramos cada elemento siem S(n, m) no con-
junto de offsets. Quando o primeiro elemento
de uma sequiéncia for encontrado, iniciamos um
novo subconjunto, e quando, em uma sequéncia,
aparecer o primeiro elemento si que nao for en-
contrado em A, finalizamos o subconjunto.

Cada um desses subconjuntos sera um subconjunto
maximo de distancia m , segundo a Definicdo 5.

Exemplo 6 Para uma seqtiéncia(1,2,3,4,5,6, 7,
8,9,10,11,12)de S(25, m) onde m=1, e um conjun-
to de offset{1,4,6,7,9,10, 12} formamos a seguinte
particdo: P (A, n, m) ={{1}, {4}, {6, 7}, {9, 10}, {12}}.
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2.3. Gerando os grafos BL(G_[a,, a,, ..., a: n])

Baseado nos grafos formados de acordo com o
procedimento na secdo 2.2, temos entdo que cons-
truir para cada G, uma forma de grafo em bloco, de-
notado por BL(G [a , a; nj).

A idéia aqui é transformar 0s conjuntos particio-
nados de distancias m em seqliéncias de nimeros
inteiros consecutivos {j, j+ 1, j+ 2,...}.

Primeiro, vamos definir o seguinte teorema:

Teorema 2 Sejam G e H 2 grafos circulantes de n
vértices com os seguintes conjuntos de offsets
A={a,a, .. ateB=1{b,b,, ..., b}, respectivamente,
e tal que bi=p = a.(mod n), paral < i< j, onde pé
qualquer inteiro que é relativamente primo a n. Entao
G e H serao isomorficos.

Prova 2 Sabendo que podemos definiv uma funcao
@ para reordenar os vértices de G, tal que se{x, y} é
uma aresta em nao direcionada de G, entdo { (X)
@ ()} € uma aresta ndo orientada em H (e portanto

=(@ (¥ — @ (y)(mod n)), sendo entdo G e H
isomorficos. Podemos entdo dizer que a funcao
@ (X) = p «x (mod n). Assim, {x, y} = {p = x (mod n),
p « vy (mod n)} pois (x - y)(mod n) = (p «x - p +y)(mod n)
= p + (x - Y(mod n) [Knuth, 1973]. Pela Definicdao
1, a,= (x - yY)(mod n), portanto bi=p xa,

Desde que n e p sejam relativamente primos, se x
e y forem distintos em G, entdo @ (x) e @ (y) serdo
distintos em H.

Em Farrag, [1996], é descrito como método de ob-
ter a forma em bloco de um grafo o processo de mul-
tiplicar cada elemento do conjunto de offsets de cada
grafo G, [aF, a,, ..., a;: n) gerado pelo procedimento
Partlt;ao {.A n, my) por m, ~(mod n). Isto esta definido
a seguir.

Definicao 7 Configuracao em bloco de um
grafo circulante

Para cada grafo G, ,a,, , a: n] gerado confor-
me o procedimento Pamcao sua co nflguracao em blo-
co é um novo grafo circulante obtido multiplicando
cada elemento do conjunto A de offsets pelo inverso
de mj denotado por m.- '(mod n). Esse novo grafo
serd denotado BL (G, [a ,a; nj).

Pela Definicao 5, nos podemos ordenar os offsets
do conjunto B em alguma ordem tal, que para cada
par de offsets inteiros consecutivos x e y nesta or-
dem, n6s vamos ter, para algum inteiro p qualquer,
X=p *m(modn)Vx n-psm(modn),ey=(p+1)
* M, (modn)\/y n-(p+1) *m(modn]

A55|m multiplicando ambos xe y por m, “(mod n),
iremos produzir o par ordenado (pV - p (mod n), p+
1V-p-1(mod n)).

Se o primeiro elemento neste par ordenado € - p,
ouosegundo é -(p+ 1), offset sera convertido para a
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faixa de offsetde 1 até [j'v_l], entdo o novo par corres-
pondente a {x, y} tera sempre a forma(p, p+ 1). Isto é
aplicavel a qualquer par consecutivo no subconjunto
ordenado B, isto é, os offsets de B serdo convertidos
paraaforma{j, j+1, j+2,..}

2.4. Construindo as solucdes k-tolerante a
falhas para cada BL(G, [a,, a,, ..., a: n])

Anteriormente, na secdo 2.3, geramos os grafos
em bloco que consistem de grafos com o conjunto de
offsets consecutivos. é importante gerar esses grafos
em bloco para termos um melhor resultado do
algoritmo definido no Teorema 1, pois esse algoritmo
é Otimo para construcao de solucbes k-tolerante a
falhas onde o grafo possui offsets consecutivos.

Para gerar as extensdes k-tolerante a falhas dos
grafos BL (G [a,, a,, ..., a.: n]), conforme descrito em
Farrag, [1996] e em Dutt and Hayes, [1991], nos sim-
plesmente adicionamos k vértices a cada grafo
BL(G,la, a,, ..., a: n)) utilizando o método do Teorema
1, jaque os elementos do conjunto de offsets de cada
grafo BL(G [a,, a,, ..., a; n]) sdo todos inteiros conse-
cutivos.

2.5. Comparacao das solucoes k-tolerante
a falhas de BL(G_[a,, a,, ..., a; n])

1

E facil perceber que este procedimento ira gerar
diversas solucoes. Farrag assumiu como a melhor
aquela que gera o conjunto de offsets do grafo
circulante H, que é a representacao da extensao k-
tolerante a falhas de G, com o menor nimero de ele-
mentos. Isso porque o grau de qualquer vértice v
pertencente ao conjunto V' é calculado como sendo
o numero de elementos no conjunto de offsets de H
vezes dois, isto é, |H| « 2. Este calculo é feito assim
devido a alta simetria do grafo circulante.

Neste ponto, devemos entao comparar os conjun-
tos de offsets de todos os grafos BL(G, [a,, a,, ..., a;
n]) gerados na secdo 2.4, eliminar os offsets repeti-
dos de cada conjunto de offsets, e escolher o conjun-
to com menor nimero de elementos.

3. O ALGORITMIO COMO UM
PSEUDOCODIGO
Nesta secdo, iremos descrever detalhadamente o

algoritmo, fornecendo seu pseudocddigo e explican-
do como ele funciona.

3.1. Encontrando a melhor solucao
k-tolerante a falhas
Conforme apresentado em Farrag, [1996], pode-

mos escrever o pseudocéddigo do algoritmo, de uma
forma mais geral, como apresentado no Algoritmo 1.
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Sua funcao é, ap6s encontrar varias solucbes k-tole-
rante a falhas possiveis, selecionar a melhor, confor-
me descrito na secao 2

Para todas as listas usadas, convencionamos usar
uma estrutura de dados que contém um ndmero in-
teiro que indica o tamanho da lista, e uma lista
encadeada de niumeros inteiros, na qual a insercdo
sera sempre no comeco da lista. Para simplificacao
do pseudocddigo, convencionamos acessa-la da mes-
ma forma que um vetor estatico. Mas no caso de in-
sercdo de novos elementos, estamos assumindo que
esse vetor crescera dinamicamente em uma posigao.
Assim, para o procedimento Tamanho (Lista), a or-
dem de complexidade é O (1), pois ele apenas deve
ler e retornar o nimero inteiro dessa estrutura que
representa o tamanho da lista. Para inser¢cao, mesmo
sendo necessario alocar espaco para mais um elemen-
to e incrementar o valor desse niumero inteiroem 1,
como a insercdo sera sempre no comeco da lista, sua
complexidade sera também O (1), porém, a busca tera
complexidade O(n).

Para o Algoritmo 1 sdo passados dois parametros:
o primeiro é o grafo circulante G, na forma de uma
estrutura de dados contendo o nimero de vértices
do grafo circulante original e uma sub-estrutura que
contém uma lista dos offsets{a,, a,, ..., a n/2}. O se-
gundo parametro é o nimero k, que indica o niumero
de vértices falhos a serem tolerados.

. KFT(G, k)

. Lista_de_Primos « ListaRPrimos(G.n)

: Tamanholista « Tamanho(Lista de Primos)

fla=1]

. parai < 1 até Tamanholista faca

ListaParticoes « Particao(G,Lista de Primosli])

para ] « 1 ate Tamanho(ListaParticoes) faca
GrafoBloco «~ GeraGrafoBloco(ListaParticoes[J])
KFT « GeraKFT(GrafoBlocoli],k)

10: ListakFT[L] « KFT

i L~ L+1

12; fim para

0N WV AW =

o

13: fim para
14: OtimoKFT « BuscaOtimoKFT(ListakFT)
15: Retorne OtimoKFT

Algoritmo 1: Encontra a solucdo k-tolerante a falhas do grafo G.

Apos analisarmos a complexidade de cada passo
intermediario do Algoritmo 1, retornaremos a analise
de sua complexidade.

3.2. Os passos intermediarios

Aqui, iremos descrever cada passo intermediario
do algoritmo e suas funcionalidades.
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3.2.1. Encontrando a lista de niimeros m
relativamente primos a n

O Algoritmo 2 é usado para encontrar uma lista de
niameros mi relativamente primos a um namero s ,
gue, N0 NOSSO caso, € o numero de vértices do grafo
G fornecido.

E facil perceber que, no pior dos casos, tanto a atri-
buicao de valores a rp quanto a comparacao e posterior
insercdo de rp a lista L ird ocorrer -51] vezes. Portanto,
acomplexidade do Algoritmo 2 é de O (n log’ n).

. ListaRPrimos(n)
B e |
D parai« 2 até ['51] faca
; rp « Euclides(n,i)
se rp =1 entdo
L0l < rp
J )1
fim se
. fim para
. Retorna L

1
2
3
4
5
6
i
8

9
10

Algoritmo 2: Calcula uma lista de niimeros m relativamente
primos a n.

O calculo do maximo divisor comum - Para a
execucdo do Algoritmo 2, é utilizado um procedimen-
to, chamado Euclides(n,i) que calcula o “maximo divisor
comum” entre dois nameros inteiros a e b. Caso o
maximo divisor comum entre esses nimeros seja igual
a1, entao esses nimeros sdo relativamente primos.
Esse procedimento utiliza o algoritmo de Euclides, de
complexidade O (log, n), demonstrado em [Knuth,
1973]. Apenas para fins ilustrativos, o algoritmo de
Euclides é exibido no Algoritmo 3

: Euclides(a,b)

. se b=0 entdo

retorna a

. senao

Euclides (b, mod(a,b))
: fim se

[=2] v - W P =

Algoritmo 3: Verifica se dois niumeros a e b sdo relativamente
primos.

3.2.2. Particionando o conjunto dos offsets

Nesse algoritmo, o conjunto dos offsets do grafo
Goriginal é separado em parti¢des disjuntas, usando
como base a seqliéncia S, gerada através do Algoritmo
5, que sera explicado a seguir. Para sua execucdo, ele
recebe como parametros o grafo G original e um dos
nameros mi do conjunto M.

Calculando a seqiiencia S - O Algoritmo 5 rece-
be como entrada o nimero n, que é o nimero de
vertices do grafo G, e m, um nimero inteiro relativa-
mente primo a n, gerado pelo Algoritmo 2, estando
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nointervalo de 1 até [%]. O resultado desse algoritmo
€ uma sequiéncia ordenada segundo a Definicdo 4.

Complexidade do Algoritmo 5 - Na linha 3 do
Algoritmo 5 tanto a multiplicacdo i » m quanto o calcu-
lo do modulo mod(i + m, n) tem complexidade O (1).
A comparacao da linha 4 também tem complexidade
O (1). Sabendo que a inser¢do do elemento § a lista
S [i] € de complexidade O (1), e sabendo que os pas-
sos das linhas 3 até 7 irao executar [4]vezes, conclu-
imos que a complexidade do Algoritmo 5 é O (n).

: Particao(G, m)
: SequenciaS « GeraSeqS(G.n, m)
: parai < 1 ate [—EL] faca
Jieil
Resp « Busca(SequenciaS[i], G.A)
se Resp=1 entao
ListaParticoes[]] < SequenciaS[i]
J—J+1
fim se
: fim para

1
2
3
4
5
6:
7
8
9
0
1: Retorne ListaParticoes

Algoritmo 4: Gera um particionamento dos offsets do grafo
G, em particoes maximas de distancia m.

: GeraSeqS(n,m)

;D parai < 1 ate j"?l faca

s «— mod(i+m, n)

ses> [g] entio
S« N-5

fim se

Sli] — s

: fim para

1

2
3
4
5
6
7
8
9: Retorna S

0LO00L0LL0L01310131040210000303033300%030%000300303 %
1103031000030L03330030303000%0050LL00L0001013030333033

Algoritmo 5: Gera uma seqiiéncia de nimeros de 1 até
ordenados segundo a Definicdo 4.

(2]

Podemos perceber que a operagdo elementar do
Algoritmo 4 é a busca seqliencial executada na linha
5, que ira pesquisar se o elemento SequenciaS[i] exis-
te na lista contendo o conjunto A dos offsets. Saben-
do que o tempo de busca sequencial de um elemento
em uma lista ndo ordenada é de ordem O (n), e que
no nosso caso n=IlAl, temos entdao um tempo de bus-
ca de ordem O (lAl).

Como o esta busca serd executada dentro de um
laco que ira repetir [4], acomplexidade do Algoritmo
4 é O(nlAl).

3.2.3. Encontrando sua forma em bloco

O Algoritmo 6 € usado para encontrar a forma em
bloco do grafo (G, [a,, a,, ..., a;: n)), isto é, encontrar o
Grafo BL(G [a,, a,, ..., a; n)).

Para sua execugao, sao passados como parametros
uma lista de particdes geradas pelo Algoritmo 4, e os
numeros ne m, relativamente primos.
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1: GeraGrafoBloco(ListaParticoes,m,n)
20§ < 1/m

3: tamanho « Tamanho(ListaParticoes)
4: parai < 1 ate tamanho faca

5 offset — i« ListaParticoes][i]

6 se Nao_Inteiro(offset) entao

7 offset «—n - ListaParticoes([i]

8 offset —offset « i,

9: se Se Nao_Inteiro(offset) entao
10: offset «n +ListaParticoesl[i]
i offset «offset« i,
| P fim se
13: fim se
14: Crafo.offset[i] «offset
15: fim para

16: Retorne Grafo

Algoritmo 6: A partir de uma lista de nimeros pertencentes
a uma particdo P (A, n, m), do nimero m. e do
tamanho do grafo G orlgmal encontra sua
forma em bloco.

Como é possivel ver, o passo principal do Algoritmo
6 é o laco para da linha 4. Como a complexidade de
todos os outros passos internos a esse lago é igual a
O (1), e esse laco ira executar Al vezes (devido ao
tamanho maximo de ListaParticoes ser |Al), entdo a
complexidade desse algoritmo é O (1Al).

3.2.4. Encontrando a solucao k-tolerante a
falhas de cada BL(G [a,, a,, ..., a[élll

Apbs particionar o conjunto de offsets em conjuntos
disjuntos e encontrar sua forma em bloco, esse algo-
ritmo usa a técnicado Teorema 1 para gerar a solucdo
k-tolerante a falhas do Grafo BL (G, [a,, a,, ..., a: n].

GeraKFT(Grafo, k)

A~ CA

tamanho « Tamanho(A)

parai « 1 até tamanho faca
Hash_Insere(hash_solucao,n,Ali])
paral < 1 até k faca

Hash_Insere(hash_solucao,n,Ali] + L)

fim para

fim para

10: retorne hash_solucao

W oo~ by —

Algoritmo 7: Gera a solucdo k-tolerante a falhas para um
dado grafo G e para um dado namero k de
vértices falhos a serem tolerados.

Na linha 5 do Algoritmo 7, utilizamos um procedi-
mento chamado Hash_Insere. Esse procedimento uti-
liza uma funcdo Hash para calcular a posicdo onde
devera serinserido o offset encontrado. Utilizaremos
apenas um vetor estatico, sem utilizar a técnica co-
nhecida como chaining para resolver a colisdo. Isso
porque devemos armazenar apenas umavez o nime-
ro encontrado, utilizando, entdo, uma funcdo Hash
apenas porque a complexidade de insercdo sera de
ordem O (1). Assim, como esse procedimento
Hash_Insere é executado dentro do la¢o para da li-
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nha 6, que serd executado k vezes, sendo k o nimero
de tolerancia a falhas desejadas, e esse laco para da
linha 6 sera executado |A| vezes, entao a complexida-
de desse algoritmo é de O (|Alk).

3.3. A complexidade final

Agora, que ja temos a complexidade de cada pas-
so do Algoritmo 1, podemos ver qual sera a comple-
xidade do Algoritmo como um todo.

Como vimos acima, o passo da linha 2 (a execucao
do Algoritmo 2), tem complexidade O (n log,n). Ja a
execucdo do procedimento Tamanho(Lista_de_Primos)
na linha 3 tem complexidade O (1), como dito no ini-
ciodasecdo 3.1. Como resultado, este procedimento
retorna a quantidade de nameros m, relativamente
primos ao tamanho do grafo G original, que sera no
maximo igual a n.

Por isso, o laco para da linha 5 sera executado no
maximo [4] vezes. Na linha 6, a execu¢ao do procedi-
mento Particdo é da ordem O (n|A|), como demonstra-
do na secdo 3.2.2.

A seguir, na linha 7 é executado o procedimento
GeraGrafoBloco e na linha 8 o algoritmo GeraKFT, de
complexidades O (|A]) e O (|Alk), respectivamente.

Assim, o conteldo interno do laco da linha 5 tem
complexidade O(n|A| + |Alk). Como esse laco sera exe-
cutado nvezes, a complexidade final do Algoritmo 1
é de ordem O(n? |A| + n k |A]).

4. CONCLUSAO

Este estudo do trabalho publicado em Farrag,
[1996] foi muito util para pér em pratica as teorias
apresentadas por Farrag. Atingimos com sucesso a
expectativa de explicar e implementar a técnica de
particionamento em distancias m para projeto de ex-
tensdes k-tolerante a falhas proposta.

Apesar de ser um método relativamente simples
de implementar, sua conceituacdo tedrica é compli-
cada, envolvendo um razoavel nivel de abstracao
matematica.

Foi possivel na implementacdo perceber pequenos
detalhes que facilitam a compreensao do procedimen-
to como um todo, como a idéia de gerar a particdo P
(A, n, m), para, em seguida, encontrar a forma em
bloco deste grafo.

Podemos, entdo, sugerir como uma continuagao
do trabalho uma pesquisa mais aprofundada em um
método que permitisse prever quais seriam os grafos
que iriam gerar as melhores solugdes. Aparentemen-
te, sdo os grafos em bloco com o menor nimero de
subconjuntos, porém nao foi possivel a comprovacao
desta hipotese.

Se for possivel prever quais os grafos que geram as
melhores solucdes, seria (til, entao, sugerir a utilizacao
de um algoritmo como o Union/Find, por exemplo, para
armazenar os subconjuntos de offsets da particao
BL(P(A, n, m)), pois ainsercao de novos offsets pode-
ria gerar a unido de dois subconjuntos.
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