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Resumo:

O objetivo do trabalho baseia-se na andlise estatistica dos resultados obtidos no desen-
volvimento analitico das equagoes de advec¢do-difusdo utilizando-se a combinagdo da
Transformada de Laplace e da técnica GILTT. Os resultados obtidos por quatro mode-
los, utilizando os dados do experimento de Copenhagen, foram analisados. As analises
estatisticas realizadas mostram que o modelo proposto é eficaz para a predi¢do da con-
centragdo de poluentes utilizando o conjunto de dados do experimento de Copenhagen.

Abstract:

The objective of this study is based on statistical analysis of results obtained in the analyti-
cal development of the advection-diffusion equations using the combination of the Lapla-
ce transform and GILTT technique. The results obtained by four different models, using
the Copenhagen experimental data, were analyzed. The performed statistical analyzes
show that the proposed model is able to predict the concentration of pollutants using the
Copenhagen experiment data set.
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1 Introducao

Nossa atengado e percepcao de que o planeta Terra en-
frenta uma crise ambiental sem precedentes, que afe-
ta a sobrevivéncia da humanidade, é muito recente e
entrou no debate internacional mais efetivamente nas
ultimas décadas do século passado. Uma evolugao sus-
tentavel implica numa gestdo de responsabilidade so-
cioambiental.

Em relagdo ao controle da polui¢cdo atmosférica em es-
cala local ou regional geralmente se utiliza as redes de
monitoramento da qualidade do ar. Esta rede constitui
um instrumento Util para a seguranga da saide humana
e do ambiente, e permite analisar o beneficio de acdes
de saneamento e predispor intervengdes especificas no
caso de acontecer superacao dos niveis do limiar es-
tabelecido pela legislacio (MOREIRA; TIRABASSI,
2004).

Na prética a gestdo da qualidade do ar pode ser muito
comprometida, pois o nimero de pontos de medida do
monitoramento ¢ limitado, além disso, a sua disposi¢ao
espacial, pode ndo ter sido estudada detalhadamente e
corre-se o risco de terem sido posicionadas em locais
pouco representativos. Diante destes fatos, os modelos
matematicos que simulam o transporte ¢ a difusao dos
poluentes na atmosfera constituem uma op¢ao impor-
tante para auxiliar as medidas de concentracdes e pre-
ver a sua evolucdo. Assim, a utilizacdo da modelagem
matematica dos fendmenos de dispersao de poluentes
produz um ganho significativo na qualidade na gestao
da poluicao atmosférica.

Diante disso, varios pesquisadores foram estimulados
no desenvolvimento de modelos destes fenomenos de
dispersao de poluentes. O grande desafio tem sido de-
senvolver e comparar os modelos que produzam resul-
tados eficazes na estimacao do nivel de concentragao
de poluentes na atmosfera provenientes das inumeras
fontes de emissao, tanto antropogénicas como naturais.

Este trabalho baseia-se na comparagao de modelos,
por métodos estatisticos e analise estatistica, dos re-
sultados obtidos no desenvolvimento analitico das
equagoes de adveccdo-difusao utilizando-se a combi-
nacao da Transformada de Laplace e da técnica GILTT
(Generalized Integral Laplace Transform Technique).
Esta técnica compreende os seguintes passos para a re-
solucdo de um problema bidimensional estacionario,
por exemplo: solugdo de um problema associado de

Sturm-Liouville, expansdo da concentragao de poluen-
tes em uma série em termos das autofungdes, substitui-
¢do desta expansdo na equacao de difusdo-adveccdo e
finalmente tomar momentos. Esse procedimento nos
leva a um conjunto de equagdes diferenciais ordina-
rias chamadas de problema transformado. O problema
transformado ¢ resolvido pela técnica da Transforma-
da de Laplace e diagonalizagio (WORTMANN et al.,
2005). A técnica GILTT é um método totalmente ana-
litico, no sentido de que nenhuma aproximacao ¢ feita
ao longo da sua derivacdo exceto pelo erro de trunca-
mento.

A modelagem do problema se dd na Camada Limite
Planetaria (CLP) que ¢ definida como a parte da tro-
posfera que ¢ diretamente influenciada pela superficie
terrestre e responde aos forcantes superficiais com uma
escala de tempo inferior a uma hora, efetuando-se uma
analise estatistica dos resultados. Aplicaremos alguns
conceitos estatisticos de acordo com os resultados en-
contrados pré-conhecidos na literatura e encontrados
em (MOREIRA ET AL., 2009; BUSKE et al., 2012).

Os resultados foram gerados pela solucdo analitica da
equacdo de adveccdo-difusdo do tipo: bidimensional
estacionario, bidimensional transiente, tridimensional
considerando uma Gaussiana na direcdo transversal
e, tridimensional totalmente analitico, utilizando os
dados do experimento de Copenhagen (GRYNING;
LICK, 1984; GRYNING et al., 1987).

A partir dos dados obtidos, além da analise pela técnica
GILTT, serao realizadas analises dos estimadores erro
quadratico médio normalizado (NMSE), coeficiente
de correlagdo (COR), desvio fracional padrio (FB),
fragdo de inclinacdo (FS), além de média, variancia,
desvio padrdo, com a avaliagdo dos modelos com rela-
¢do aos estimadores estatisticos analisados. Foi reali-
zado ainda a analise estatistica com base na analise da
variancia dos residuos entre os valores observados e
preditos pelos modelos.

A estatistica descritiva compreende o conjunto dos mé-
todos estatisticos para resumir e descrever as caracte-
risticas proeminentes de conjuntos de dados referentes
a observagdes de fendmenos particulares de uma clas-
se de fenomenos. Nesse sentido, ela inclui a condensa-
¢do de dados em forma de tabelas, sua representacao
grafica e a determinacdo de indicadores numéricos de
centro ¢ de variabilidade (DA SILVA, 2004; PIMEN-
TEL-GOMES, 2009).
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A propriedade da estatistica da entropia ¢ interpretada
como uma medida do grau de heterogeneidade do con-
junto de dados observados e preditos de um sistema. A
analise estatistica através do uso da entropia permite
uma interpretacao da desordem dos elementos presen-
tes nos modelos matematicos, quanto mais proximo de
zero (0) melhor o modelo prediz os valores observados
(DEMETRIUS, 1978).

O presente artigo ¢ uma versao estendida do artigo pu-
blicado por (NARDINO et al., 2016) no WCAMA de
2016. Neste presente trabalho foram incorporadas no-
vas analises estatisticas dos dados, visando o aumento
da acurécia dos resultados apresentados conforme a
predicdo dos modelos GILTT. O artigo traz resultados
referentes a estatistica da entropia, como medida para
verificagdo da heterogeneidade dos modelos GILTT,
graficos box plot para a discussdo das estatisticas des-
critivas e andlise de regressdo, para verificagdo do
ajuste entre os dados preditos e observados.

O presente artigo teve por objetivo de aplicar as me-
didas descritivas e efetuar o calculo da entropia para
verificar o grau de distor¢ao entre os dados observados
e preditos por quatro modelos matematicos.

2 Modelagem

2.1 Modelagem Matematica

A equacao de adveccao-difusao da poluicao do ar ¢
uma representacao da conservagao de massa na atmos-
fera. Assumindo um fechamento Fickiano da turbu-
léncia, a equacao de adveccgado-difusdo pode ser escrita

como (Buske, 2008):
(K"ax) 585 5(x5)s

de _dc _ c
a e ey

onde, representa a concentragﬁo média do poluente em
g/m3, , , representam as componentes do vento médio
em m/s nas dire¢des x, y e z, respectivamente, Kx, Ky
e Kz sdo as componentes cartesianas do coeficiente de
difusdo nas direcdes x, y e z, respectivamente € S ¢ o
termo fonte. Na primeira ordem de fechamento, todas
as informacgdes sobre a turbuléncia do processo estao
contidas nos coeficientes de difusividade turbulenta.

A equagdo (1) esté sujeita as condigdes de contorno de
fluxo nulo nos contornos:

K,{':,E=I:Ir—;nlx=l1lr—;;=:=}_’.‘,Lc 2)
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E considerado que a atmosfera esta limpa no tempo
inicial, ou seja, . A condi¢do de fonte ¢ representada
por, onde ¢ a taxa de emissdo em g/s, a altura da CLP
em metros, ¢ a altura da fonte em metros, e sdo as
distancias longe da fonte e representa a funcao delta
de Dirac.

A solugdo do problema ¢ obtida aplicando-se a téc-
nica da transformada integral na variavel y, transfor-
mando o problema 3D em um problema 2D resolvido
em (Buske et al., 2012). Aplicando a transformada de
Laplace na variavel temporal, obtemos um problema
estaciondrio, cuja solugdo ¢ encontrada pelo método
GILTT (Moreira et al., 2009).

2.2 Analises dos resultados dos mode-
los por métodos estatisticos

As andlises estatisticas foram realizadas com in-
tuito de verificar o comportamento do conjunto de
dados observados e preditos pelos quatro mode-
los GILTT, neste sentido foram aplicados medidas
estatisticas descritivas.

Quanto as medidas de dispersao (variancia, desvio pa-
drao), estas indicam a distancia que os valores se en-
contram da média e o quanto de variagdo o conjunto
possui. O desvio padrao e a variancia sao dados, res-
pectivamente por:

5223111[35-5:'2 (5)

n-1

Ainda, o coeficiente de variacdo, indica em termos
percentuais, qual a variagdo dos dados, e ¢ dado por:

CV=- x100 (7)

H||I’..".l
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Erro quadratico médio normalizado (NMSE), ¢ a
média quadratica da diferenca entre os valores obser-
vados (Co) e preditos (Cp) que quando normalizado
apresenta valores de 0 a 1. Tendo os menores erros os
valores proximos a zero. Dado por:

z
[C o C E:I (8)
%
Coeficiente de Correlacio (COR), revela a medida
da intensidade da relagao linear entre duas variaveis, o
valor mais proximo a 1 na relacdo de Co e Cp maior € o
grau de ajuste linear entre os conjuntos. O coeficiente
¢ estimado em razdo da covariancia entre os valores
observados e preditos, e divido pela multiplicacao dos
respectivos desvios.

[CGvEDE] (9)

"'J L I:FP_
Fator de dois (FA2), valores apresentam uma variagao

dentro do intervalo: 0.5 < < 2. Quanto mais proximo
de 1, mais proximos estdo os dados. E dado por:

% (10)

3

Desvio fracional padrao (FS), informa a tendéncia do
modelo de predicao de subestimar e sobreestimar os
valores preditos. sendo, que valor 6timo ¢ zero.

2(cy-5p) (11)

(5g+ap)
Fracéo de inclinacao (FB), que indica a tendéncia do
modelo de superestimar ou subestimar as concentra-
cdes observadas. O valor 6timo ¢ zero. E dado por:

2(Co-Gp) (12)

T

O calculo da entropia foi realizado utilizando-se a va-
riancia dos residuos entre os dados observados e pre-
ditos, pressupondo que os residuos assumem distribui-
¢do normal. A entropia foi estimada pela equagdo 13:

%m(zginej (13)

As andlises estatisticas foram realizadas no programa
computacional R (2015).

3 Resultados e Discussoes

Os dados observados e preditos pelos modelos GILTT
estao dispostos na Tabela 1. Foram utilizados os da-
dos de concentragdo integrados lateralmente para a
equagao bidimensional estaciondria (aqui denominado
GILTT-1), dados com uma maior resolugao temporal
para a equagao bidimensional transiente (aqui denomi-
nado GILTT-2), dados tridimensionais para a equacao
tridimensional estaciondria que aqui ¢ resolvida as-
sumindo-se que em y tem-se uma distribuicdo Gaus-
siana da pluma como em (MOREIRA et al., 2009)
(aqui denominado GILTT-3) e dados tridimensionais
do modelo tridimensional analitico (aqui denominado
GILTT-4). Podemos observar da Tabela 1 que o mode-
lo GILTT descreve satisfatoriamente os dados obser-
vados no experimento de Copenhagen.

Na anélise do modelo GILTT-1 para o conjunto de da-
dos observados e preditos as medianas foram de 4.65
e 3.25 em .10-4sm-2. Com relagdo aos quartis, no pri-
meiro conjunto de dados, verifica-se que o primeiro
quartil tem valores 3.27 (.10-4sm-2) para os valores
observados e 2.31 (.10-4sm-2) para os valores predi-
tos, ou seja, 25% dos valores estdo abaixo desses va-
lores e que 75% deles estdo acima, enquanto o terceiro
quartil tem valores 6.84 ¢ 5.84 (.10-4sm-2) para os va-
lores observados e preditos, respectivamente.

Para o modelo GILTT-2 os valores das medianas para
os dados observados e preditos foram 4.10 e 3.76 (.10-
4sm-2). Tem-se no segundo conjunto de dados os valo-
res 2.56 € 2.31 (.10-4sm-2) para o primeiro quartil para
os dados observados e preditos, respectivamente e os
valores 5.53 e 6.22 (.10-4sm-2) respectivamente, para
os dados observados e preditos, para o terceiro quartil.

Com relagdo ao terceiro e quarto conjunto de dados no
modelo GILTT-3 e GILTT-4 para os valores observa-
dos e preditos os valores das medianas foram 4.53 e
2.83 (.10-4sm-2). Para os quartis os valores foram de
2.38 e 2.14 (.10-4sm-2) para o primeiro quartil e 5.43
e 7.95 (.10-4sm-2) para o terceiro quartil.
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Tabela 1 - Concentracgdes superficiais integradas lateralmente normalizadas pela taxa de emissio (.10-4sm-2), onde Cp sao os
dados preditos pelos modelos e Co representa as concentragdes observadas experimentalmente.

GILTT-1 GILTT-2
Cpl Cp2
6,48 6,84 6,48 5,53
2,31 3,97 2,31 3,4
5,38 4,65 5,38 3,46
2,95 3,05 2,95 2,47
8,2 8,14 8,2 7,47
6,22 5,19 6,22 4,78
4,3 3,98 4,3 3,77
11,66 9,24 11,66 9,02
6,72 8,58 6,72 8,98
5,84 6,71 5,84 6,31
4,97 5,39 4,97 5,04
3,96 3,51 - -
2,22 2,5 _ _
1,83 1,98 - -
6,7 4,67 6,7 3,53
3,25 2,76 3,25 2,37
2,23 2,23 2,23 1,95
4,16 4,83 4,16 4,45
2,02 3,27 2,02 3,17
1,52 2,63 1,52 2,56
4,58 4,45 4,58 3,18
3,11 2,91 3,11 2,29
2,59 2,19 2,59 1,8

GILTT-3 GILTT-3

Cp3 Cp4
10,5 4,53 10,5 12,22
2,14 1,7 2,14 4,25
9,85 5,41 9,85 8,23
2,83 2,12 2,83 2,86
16,33 8,83 16,33 16,49
7,95 3,68 7,95 5,66
3,76 2,26 3,76 3,29
15,71 14,3 15,71 10,44
12,11 17,69 12,11 16,24
7,24 8,55 7,24 7,09
4,75 5,43 4,75 3,96
7,44 5,75 7,44 6,30
3,37 2,38 3,37 2,39
1,74 1,5 1,74 1,49
9,48 4,25 9,48 8,66
2,62 1,53 2,62 2,67
1,15 1,05 1,15 1,70
9,76 5,99 9,76 10,04
2,64 2,75 2,64 4,04
0,98 1,77 0,98 2,23
8,52 5,02 8,52 7,83
2,66 1,95 2,66 2,72
1,98 1,15 1,98 1,47

Os valores (Tabela 2) para NMSE sdo aproximada-
mente zero, COR e FA2 tem valores proximos de 1.
FB e FS sdo proximos de zero, indicando uma boa efi-
ciéncia dos modelos GILTT, na predicdo dos valores
(HANNA, 1989; PIMENTEL-GOMES, 2009).

Percebe-se também, que os dados observados e predi-
tos possuem valores bastante semelhantes, o que nos
remete a ideia da correlagdo, que demonstra a relagao
entre os dois conjuntos de dados (observados e pre-
ditos). No presente trabalho, remete ao quao proximo
estao os resultados do nosso modelo GILTT, com os

valores reais observados, as magnitudes das corre-
lacdes foram consideravelmente elevadas (COR =
0.909) no primeiro conjunto de dados, (COR = 0.848)
no segundo, (COR=0,802) terceiro conjunto e (COR =
0,926) no quarto conjunto de dados, que estdo muito
proximo de 1, garantindo que os dados preditos estdo
altamente correlacionados com os valores observados.
O modelo GILTT de predicdo pode estimar com bas-
tante precisao o que sera observado em coletas futuras,
principalmente quando ¢ utilizado o modelo GILTT-4.
Os valores para NMSE sao baixos, COR e¢ FA2 tem
valores proximos de 1 e FB e FS sdo proximos de zero,
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garantindo uma boa performance do modelo utilizado.

Tabela 2 - Avaliacio estatistica utilizando o experimento de
Copenhagen para os quatro modelos GILTT -1, -2, -3 ¢ 4.

NMSE" | COR | FA2 | FB ES

GILTT -1 | 0,050 | 0,909 | 1,000 | -0,005 | 0,142
GILTT -2 | 0,090 | 0,848 | 1,000 | 0,107 | 0,127
GILTT -3 | 0,330 | 0,802 | 0,870 | 0,281 | 0,088
GILTT -4 | 0,070 | 0,926 | 0,957 | 0,019 | 0,026

*NMSE: erro quadratico médio, COR: coeficiente de cor-
relagdo, FA2: fator de 2, FB: fator de inclina¢do ¢ FS: des-
vio padrao fracional.

Na figura 1 sdo demonstrados os resultados da ana-
lise estatistica dos dados referentes aos quatro mode-
los GILTT dos experimentos de Copenhagen, os quais
os dados foram observados, e preditos pelos mode-
los. Com a andlise estatistica do conjunto de dados
busca-se descrever sobre o grau de posi¢ao e varia-
cdo entre os valores preditos e os dados que de fato
foram observados.

18

taxa de emissio (.10%smr?)

Co1 Cp1 Co2 Cp2 Co3 Cp3 Cod Cp4

Conecentragdes superficials

Figura 1. Grafico box plot referente aos dados de Copenha-
gen observados e preditos pelos quatro modelos GILTT.

A entropia em estatistica se refere a incerteza presente
num conjunto de dados. Valores elevados de entropia
remetem a presenca de maior variabilidade no conjun-
to de dados, dificultando a obteng¢dao de um modelo
o qual melhor se ajusta ao conjunto de dados (Silva,
2014; DEMETRIUS, 1978) . As estatisticas de entro-
pia estimadas foram maiores para os modelos GILTT-3
(2,4493) e GILTT-4 (1,9789), podendo destacar que
ocorre maior distor¢do entre os valores reais e predi-
tos destes modelos (Figura 2), quando comparados
com as estatisticas de entropia dos modelos GILTT-1
(1,4403) e GILTT-2 (1,6977) em que esta distorgao ¢
reduzida. Porém cabe salientar que para fins de compa-

racdo de modelos, estas devem ser realizadas entre os
modelos bidimensional e tridimensional, logo a com-
paracdo entre os dois modelos bidimensionais indica
que o modelo GILTT-1 revelou menor variagcdo que
modelo GILTT-2. Na andlise comparativa dos modelos
tridimensionais 0 modelo GILTT-4 revelou estimati-
vas de entropia inferiores ao modelo GILTT-3, assim
pode-se inferir que a utilizagdo dos modelos GILTT-2
e GILTT-4 sdo eficientes na predi¢dao de poluentes at-
mosféricos.

&Co BCp GILTT1

GILTT4

@Co @Cp GILTT3 @Co ®Cp

Figura 2 - Dispersao dos dados observados (Co) e preditos
(Cp) nos quatro modelos GILTT.

Com relagao a Figura 2, que demonstra a dispersao dos
dados observados e preditos pelos modelos GILTT,
pode-se inferir que para os modelos bidimensionais
os ajustes foram semelhantes quanto a dispersao dos
dados observados e preditos nos modelos GILTT-1 e
GILTT-2. Os modelos GILTT-3 e GILTT-4 relaciona-
dos a estrutura de modelos tridimensionais também
apresentaram dispersdo semelhante entre os valores
observados e preditos pelos modelos, mas pode-se in-
ferir que o modelo GILTT-4 demonstrou pouca distor-
¢do na predi¢ao de valores de componentes da taxa de
emissao do poluente hexafluoreto de enxofre em (.10-
4sm-2).

4 Conclusoes

Nos quatro conjuntos de dados percebe-se que os valo-
res de NMSE, COR, FA2, FS ¢ FB levam-nos a acre-
ditar que o modelo GILTT tem uma boa performance
e mostrou-se confiavel na predi¢do da dispersao de
poluentes atmosféricos, o que destaca a grande impor-
tancia e eficacia no auxilio a prevenc¢ao de futuros pro-
blemas ligados a dispersao de poluentes na atmosfera.
Percebe-se também que os valores observados e pre-
ditos apresentaram grande variagdo para as diferentes
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coletas, indicando assim que tais coletas devem ser fei-
tas em locais e horarios diferenciados para uma melhor
andlise geral da dispersdo de poluentes atmosféricos.

A estatistica da entropia revela que entre os modelos bi-
dimensionais o modelo GILTT-1 apresenta menor vari-
ancia residual comparativamente ao modelo GILTT-2.

A estatistica da entropia revela que entre os modelos
tridimensionais o GILTT-4 tem menor variancia resi-
dual, em comparacdo ao modelo GILTT-3.
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