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Resumo: Um problema bastante dificil em computagcéo é determinar limitantes inferiores nao-triviais
para a complexidade de problemas computacionais. Um limitante desse tipo implica que qualquer
algoritmo que resolve o problema tem no minimo essa complexidade. Nesse texto, discorreu-se
sobre complexidade de propriedades de grafos e sobre uma conjectura de 1973 e ainda nédo resolvida
sobre a complexidade de propriedades monétonas de grafos. Também, expOs-se uma solugao parcial
para essa conjectura, um resultado de Kahn, Saks & Sturtevant, de 1984 [1], que até o momento é o
unico progresso relevante sobre o problema. O resultado de [1] é por meio de resultados de ponto fixo
da agéo de grupos sobre certos espacos topolégicos.

Palavras-chave: complexidade de algoritmos, teoria dos grafos, métodos topoldgicos.

Abstract: Determine lower bounds for the complexity of computational problems is widely known to
be a very difficult problem. Follows from a lower bound to the complexity of a specific problem that
any algorithm that solve this problem has its complexity limited from below by that bound. In this
manuscript we are concerned with lower bounds for the complexity of testing graph properties and we
expose a conjecture posed in 1973 about the complexity of testing monotone properties of graphs. We
also show a partial response to this conjecture given by Kahn, Saks e Sturtevant in 1984 [1] which

make use of topological methods.

Keywords: complexity of algorithms, graph theory, topological methods.

1 INTRODUCAO

Considere-se o seguinte jogo entre dois jo-
gadores, o Ex Conde Dor e o Al Gor Itmo: o Ex
Conde conhece um grafo G=(VE) com n vérti-
ces, que o Al Gor desconhece. O Al Gor tem
que descobrir se o grafo do Ex Conde satisfaz
uma determinada propriedade P o mais cedo
possivel, por meio de sucessivas perguntas do
tipo “{ijle E?”. A cada pergunta do Al Gor, o
Ex Conde responde sim ou n&o com o objeti-
vo de induzir o Al Gor a fazer o maior nimero
possivel de perguntas. Note-se que o Ex Con-
de pode decidir no momento se a resposta é
sim ou n&o, como o grafo vai sendo revelado
a cada pergunta nao ha motivo para o Ex Con-
de escolher um grafo antes do comeco do jogo.
As propriedades que interessam sao as inva-
riantes por isomorfismo.

A complexidade c(P) da propriedade P é o na-
mero de perguntas feitas por Al Gor quando
ambos - o Ex Conde e o Al Gor - jogam com
estratégias 6timas. Uma propriedade é dita
evasiva se o Al Gor é forcado a fazer todas as
(5) perguntas.

Por exemplo, as seguintes propriedades sao
evasivas:

1. G tem no maximo k arestas (0sk<(}));

2. G é uma arvore geradora;

3. G é uma floresta com k arestas (k<n);

4. G é aciclico (n<3).

Nesses casos uma estratégia evasiva simples
para o Ex Conde ¢ a que segue: se em determi-
nado momento o grafo construido é Gy e a per-

gunta é “{ij} € uma aresta do grafo?”, entao a
resposta € sim se e somente se algum super-
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grafo de G, U {{i, j}} satisfaz P. E um exercicio
para o leitor provar que de fato com essa estra-
tégia ¢é preciso fazer todas as () perguntas.

O seguinte exemplo [2, p. 409] mostra que
existe uma propriedade P com ¢(P) # Q(n?):
chame-se G de grafo escorpido se ele contém um
vértice b de grau n-2, o tinico vértice nao-adja-
cente a b tem grau 1 e é adjacente a um vértice
de grau 2, as adjacéncias nos outros vértices
sao arbitrarias (veja-se Figura 1). A proprieda-
de “G é um grafo escorpiao” tem complexida-
de no maximo 6.

Figura 1: Grafo escorpiao

Diz-se que uma propriedade P é mondtona se
¢ ela preservada por adicao de arestas, e é nio-
trivial se vale para algum, mas nao para todos
os grafos sobre V' (equivalentemente, podem ser
consideradas como propriedade monotona
aquelas preservadas por remogao de arestas).

Em 1973 Aanderaa & Rosenberg propuse-
ram a seguinte conjectura:

existe uma constante €>0 tal que qualquer pro-
priedade mondtona ndo-trivial para grafos sobre
n vértices tem complexidade pelo menos en’.

Inicialmente a conjectura considerava gra-
fos com lagos, mas Lipton & Snyder (1974) de-
ram contra-exemplos para essa conjectura, to-
dos eles envolvendo lagos. A conjectura foi mu-
dada para a forma acima e provada por Rivest
& Vuillemin [3] para €=1/16 e depois melhora-
da por Kleitman & Kwiatkowski [4] para e=1/
9. A demonstracao do resultado de Rivest e
Vuillemin [3] pode ser encontrada em [2,
Teorema 2.6, p. 414]. Na Secao 5.1 mostra-se
que qualquer propriedade mondtona nao-tri-
vial para grafos sobre n vértices tem comple-
xidade pelo menos n*/4+o(n?).
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A seguinte conjectura foi atribuida a Karp
(veja-se [1]) e a Best, van Emde Boas & Lenstra
(veja-se [2]).

Conjectura 1 (conjectura de Karp) - Toda pro-
priedade monotona ndo-trivial sobre grafos é eva-
siva.

Em 1984, Kahn, Saks & Sturtevant [1Erro!
Fonte de referéncia nao encontrada.] recorre-
ram a alguns teoremas sobre pontos fixos de
acao de grupos em complexos simpliciais aci-
clicos e provaram a conjectura de Karp em gra-
fos com poténcia de primos vértices (veja-se
Secao 5) e grafos de seis vértices (veja-se Se-
¢ao 7), além de uma intrigante conexao: a rea-
lizagdo geométrica de complexos simpliciais de pro-
priedades ndo-evasivas contraiveis. Note-se que
uma propriedade mondtona por remocgao de
arestas é, por definicdo, um complexo sim-
plicial abstrato (veja [5] para nogoes de topo-
logia algébrica). Usando as mesmas técnicas
de [1], Yao [6] provou em 1988, que toda pro-
priedade nao-trivial mondtona de grafos
bipartidos é evasiva (veja-se Secao 6).

O objetivo desse texto €, além de apresen-
tar um problema importante ndo completa-
mente resolvido pela Teoria dos Grafos (con-
jectura de Karp), mostrar uma abordagem
topologica do problema, em particular. Até
hoje, essa é a tnica abordagem que resultou
em um sucesso parcial para a resolugao do
problema;, mais ainda, quase todos os avan-
cos recentes sao baseados nessa técnica.
Além disso, a prova topolodgica que se apre-
senta ¢ a unica conhecida até o momento, ou
seja, nao é conhecida uma prova combina-
téria desse resultado.

Finalmente, para alguns casos particulares
de propriedades para as quais a conjectura foi
respondida o leitor pode consultar [2, Cap. 8]
e [7], por exemplo, as propriedades G é conexo,
G é 2-conexo, G é planar (1>4), G para n primo
¢ hamiltoniano foram provadas serem evasi-
vas. O leitor interessado em saber mais sobre
cotas inferiores obtidas por métodos topolo-
gicos pode consultar [8].

A seguir serao apresentadas algumas definicoes.
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1.1 Grafos

Os grafos a que se referiu durante o texto sao
nao-dirigidos, sem lacos ou arestas multiplas e
sobre um conjunto fixo V de vértices. Pode-se
identificar cada grafo G sobre V com um
subconjunto do conjunto V® dos 2-subconjuntos
de V, e pode-se identificar uma propriedade P dos
grafos sobre V com uma familia Zde subcon-
juntos do conjunto das partes de V®. Assim, diz-
se Ge Pse e somente se G tem a propriedade P.

As propriedades consideradas sao invarian-
tes por isomorfismo, isto €, se um determina-
do grafo G satisfaz & entao todo grafo obtido
por qualquer permutagao nos rotulos dos vér-
tices de G também satisfaz & sem perda de
generalidade, pode-se supor que V=[n]={1,2,... ,n}.
Para simplificar, serd usada, sempre que nao
for ambiguo a notagao ij para a aresta {i,j}c[n].

Uma propriedade ?¢é mondtona decrescente
(resp., crescente) se Ge e HcG (resp., GCH)
implicam He Z Note-se que, se #¢ uma proprie-
dade mondtona crescente entdao a propriedade
complementar & é mondtona decrescente e
¢(P) = ¢(P°). Daqui em diante serao considera-
das apenas propriedades mondtonas decrescen-
tes nao-triviais, e sera usado o termo propriedade
mondtona.

1.2 Arvores de decisido booleanas

Pode-se ver o problema de decisao acima
de uma maneira mais genérica como o pro-
blema de computar uma func¢ao booleana de
N variaveis f{0,1} — {0,1}.

Um algoritmo para computar f(z,...,zy)
pode ser modelado como uma drvore de deci-
sdo booleana, que é uma arvore bindria onde
cada no interno tem um roétulo x; para
1 <i < N, o filho esquerdo de x; corresponde
a atribuicao x=0 e o direito, a xi=1. As folhas
também sado rotuladas com 0 e 1 e nelas 1é-se a
resposta para o valor da func¢ao com as atri-
buicdes nas varidveis definidas pelo percurso
da raiz até a folha (veja-se Figura 2).

Uma computagdo comega na raiz da arvo-
re, segue pela ramificacao definida pelos valo-
res nas variaveis e termina numa folha onde
se 1é o valor da funcao.
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Toda arvore de decisao booleana pode ser
pensada como um jogo de perguntas entre os
jogadores Ex Conde e Al Gor. O Ex Conde pen-
sa em um elemento x€ {0,1}", e a tarefa do Al
Gor € determinar f(x), pondo perguntas a Ex
Conde. Essas perguntas nao podem ser arbi-
trarias: pode-se perguntar apenas o valor de
alguma variavel bindria. A estratégia de Al Gor
corresponde a arvore de decisao. Ex Conde jo-
ga de forma otima se com suas respostas ele
dirige Al Gor a um no6 mais longe da raiz, en-
quanto que Al Gor tenta selecionar as ques-
toes que o capacitam a decidir tao rapido quan-
to possivel o valor de f(x).

Claramente qualquer arvore de decisao para
uma fungao booleana tem altura no maximo, do
numero de varidveis da funcao. Um exemplo de
func¢ao booleana que alcancga esse limitante é a

que segue:

N N
/\ \/ £Lig. (1)

i=1 j=1

Nao ¢ dificil provar que com a seguinte es-
tratégia Ex Conde forca Al Gor a perguntar por
todas as variaveis da fun¢ao descrita na equa-
¢ao (1); Ex Conde responde que a variavel x;; é
0 sempre que existir uma varidvel indetermi-
nada na linha i, caso contrario responde 1.

Note-se que, se f é simétrica, isto €, se o va-
lor nao altera se permutadas as varidveis e é
nado-constante, entao f é evasiva. Isso porque
deve existir um j tal que f=i (ie {0,1}) para toda
seqiiéncia com j-1 posicoes 1 e f=1-i para toda
seqliéncia com j posigoes 1.

Diz-seque f é fracamente simétrica se existe
uma permutagao que leva x; em x; sem mudar o
valor de f; para todo 1 < i, j < N, por exemplo, a

0 @ L\
Jol
ey
ol [ Lol L[]

Figura 2: Exemplo de uma arvore de decisdo booleana.
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fungao (wy A ao) V (w2 Aag) V-+- V (oy Axp) €
fracamente simétrica.

Conjectura 2 (conjectura de Karp generali-
zada para fung¢des booleanas) Se f é uma fun-
¢do booleana ndo-constante, fracamente simétrica
e mondtona, entdo f é evasiva.

1.3 Complexos simpliciais

Para se saber mais sobre os conceitos de
topologia algébrica que aparecem a seguir, in-
dica-se [5].

Um complexo simplicial abstrato sobre um
conjunto (finito) de vértices X é um par (X,A),
onde A é uma cole¢ao de subconjuntos de X
satisfazendo as condicOes abaixo.

1. Se xe X entao {x}eA, e
2. se Se A e TCS, entao TeA.

Um elemento SeA é chamado uma face de A.
Um k-simplexo abstrato é o complexo simplicial
dado pelo conjunto das partes de um conjunto
de k+1 vértices. Uma familia de simplexos
A ={oy,00,..., om} € um complexo simplicial se
(i) toda face de qualquer simplexo ce A é tam-
bém um simplexo de A; (ii) se ¢ e 6’ sdo simplexos
de A, entdo a interseccao g N ¢’ € face de G e G'.
Os ©; sao as faces maximais do complexo.

Uma realizagao geométrica de um complexo
simplicial abstrato (X,A) pode ser obtida associ-
ando-se a cada vértice um vetor unitario do RIX|
e tomando-se o fecho convexo das faces de A. A
unido de todos os fechos das faces de A é deno-
tada A. Cada complexo simplicial geométrico
determina um complexo simplicial abstrato. Para
um complexo simplicial abstrato existe associa-
do um tnico (a menos de homeomorfismos)
complexo simplicial geométrico. A.

Daqui em diante, sera usado apenas A para
um complexo simplicial e fica subentendido

que X = [Jgen S-

2 COMPLEXIDADE DE
PROPRIEDADES DE GRAFOS

Com N=n? variaveis booleanas x;; que indicam
se 7j € ou nao aresta, um grafo corresponde a
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uma valoragao das varidveis e uma propriedade
de grafo ?corresponde a uma fungao booleana
f definida nessas varidveis de modo que

TR .J:m?) =

J&x()a(1)s -« s Crtida(s)s - - s Enin)aln))s

para toda permutacgao m:[n]—[n]. Se f(G)=1 se
e somente se Ge

Se #¢ uma propriedade sobre as seqiiénci-
as bindrias de tamanho N, entdao denota-se por
c(P a complexidade da propriedade & definida

por
c(@=min{h(T): T é uma arvore de decisao para &},

onde h(T) é a altura da arvore T. A proprieda-
de ¢é evasiva se tem complexidade N.

Uma vantagem de modelar algoritmos como
arvores é poder usar técnicas combinatdrias
para limitar a altura das arvores: a drvore mais
baixa que resolve o problema corresponde ao
algoritmo timo. A seguir, apresentam-se dois
exemplos dessas técnicas.

E um exercicio interessante provar a seguin-
te cota inferior para a altura de uma tal arvo-
re: se f é uma func¢ao booleana nao-constante
de N variaveis e t o numero de entradas para
as quais o valor da fé 1 e se 2 é a maior potén-
cia de dois que divide t, entdo a altura de qual-
quer arvore de decisao que computa f é pelo
menos N-t. Segue que se t ¢ impar entao a al-
tura de qualquer arvore é t.

O polinémio enumerador para #¢é definido
por ¢p(2) = 3" 219, onde a soma é sobre todo
Ge®

Proposigdo 3 Se c(P=d entdo (z+1)¥ divide
PA2).

Proof: Sejam T uma arvore para P e w uma
folha sim de T e profundidade p,. Denote-se

por S, o conjunto de entradas que na arvore de
decisao T terminam a computagao na folha w.

Se S, é o numero de variaveis do raiz-w ca-
minho em T rotuladas com 1, entao tem-se que
o numero de entradas que pertencem a S, e
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com quantidade de 1's igual a s,, + 1 (‘\—_J."“‘),
paratodo 0 <i < N — p,.

Portanto, a contribuigéo de cada folha w de
T para o polindmio ¢p(z) € a seguinte:

N .ul,t N
( "u +i__
i=0

N—=puw

Z ( pu)?,-
=0

( _}_&)\ —Pu

que é divisivel por (z 4+ 1)N=4, pois p, < d. O

Corolario 4 (condi¢ao de balanceamento par-
impar). Se o niimero de elementos de @com car-
dinalidade par ndo é igual ao niimero de elementos
de cardinalidade impar, entdo @ é evasiva. O

3 COMPLEXOS SIMPLICIAIS
E EVASIVIDADADE

Nessa secao, sera estabelecida a relagao en-
tre complexidade e topologia.

Se for posto X=V, entdao um grafo sobre V' é
um subconjunto de X e uma propriedade de
grafo @ ¢ um subconjunto do conjunto das par-
tes de X. Ainda, se ® é mondtona entao @ é um
complexo simplicial abstrato.

Daqui em diante, um complexo simplicial
abstrato; e uma propriedade mondtona serao
confundidos e sera usada a notacao A ou & con-
forme houve interesse ou nao nas propriedades
topoldgicas dessa familia de conjuntos.

Pode-se generalizar o problema da seguinte
forma: dado um complexo simplicial A sobre um
conjunto de vértices X, determinar se um sub-
conjunto 6cX é uma face de A fazendo pergun-
tas do tipo “xe 6?”. O complexo A é evasivo se nao
existe estratégia que decida se ¢ € uma face de A
em menos que #n=|X| perguntas, e € nio-trivial se
¢ diferente do vazio e de um n-simplexo.

Ser4 vista agora uma interessante conexao en-
tre topologia e evasividade, havera necessidade
de algumas definicoes.
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Uma face livre de A é uma face nao-maximal
contida em uma tnica face maximal. Um colapso
elementar em A é a operagao de remogao de uma
face livre de A junto com todas as faces que a con-
tém. Diz-se que A colapsa para A" se existe uma
seqiiéncia finita de colapsos elementares a partir
de A resultando em A’. Um complexo é colapsivel
se ele colapsa para um 0-simplexo (vértice).

Para cada xe X existem associados dois com-
plexos sobre X\ {x}: o complexo ligagio e o com-
plexo co-estrela

Lg(x) = {focX\{x}:oufxleA} e
Co(x) {ocX\ {x}:0e A}

Lema 5 (KaHN, SAks & STURTEVANT 1984, 1). Se
existe {x}eA tal que Lg(x) e Co(x) sdo colapsiveis
entido A é colapsivel.

Proof: Seja 1.0, ..., o uma seqiiéncia de fa-
ces livres usadas para o colapso do complexo Lg(x).
Para todo i € {1.....k} tem-se que o; U {z} € A e
ainda o; U {z} é livre no complexo resultante da
seqiiéncia de colapsos 1,09, ..., Oi 1

Sera mostrado que a seqiiéncia de faces livres
o1 U{z}.oaU{x},...,00 U {zr} € um colapso de A
para (x) e, portanto, A é colapsavel.

Chame-se de X o resultado do colapso de A.
Se oo € Co(x), entao x ¢ a; suponha-se que a ¢ ¥,
entao o; U {x} C a para algum 7, o que é uma con-
tradicao. Portanto, Co (z) C &

Se a € ¥, entdo o; U {z} Z o, para todo i. Se
r€a, entdo o; Ca\ {«} para algum i, pois
a\ {z} € Lg(x) e ai....,0, € uma seqiiéncia que
colapsa Lg(x); portanto, o; U {z} C o, 0 que é uma
contradi¢ao. Logo, = ¢ a. Como o € A, tem-se que
a € Co(z).Logo, ¥ = Co(z). O

A conexao com a topologia é dada pela se-
guinte proposicao.

Teorema 6 (KaHN, SAks & STURTEVANT 1984, 1).
Um complexo A ndo-evasivo é colapsivel.

Proof: Se A é um complexo nao?evasivo sobre
Xentao existe algum z € X tal que “z € ¢?” éuma
primeira pergunta que decide pertinéncia em A
em menos que n = | X| perguntas para qualquer
entrada o C X.
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Se a resposta para essa primeira pergunta é
simentdoos € A seesomentese o \ {z} € Lg(z);
caso contrario, o € A se e somente se o € Co(x).

Note-se que nao se pode decidir se
o\ {z} € Lg(x) se ndo se perguntar pelos vérti-
ces de Lg(z) \ Co(z). Como Co(x) é um comple-
X0 sobre j, —1 vértices tem-se que Co(x) é
nao?evasivo. Portanto, se Lg(x) ou Co(x) € evasi-
vo entao A é evasivo.

Assim, em ambos 0s casos existe uma estra-
tégia nao - evasiva que decide pertinéncia nos
complexos Lg(x) e Co(x). A prova agora segue por
inducdoem n = |X . O

4 ACOES DE GRUPOS

Do fato de propriedade P ser invariante por
isomorfismo, o grupo simétrico S, age transiti-
vamente sobre os () elementos de V@ (o con-
junto de todas as arestas sobre V) preservando o
conjunto de grafos que satisfaz P. Isso leva a idéia
de que se pode recorrer aos resultados sobre
acoes de grupos finitos em espagos topologicos.

A agao de um grupo G sobre um conjunto S é
uma funcao GXS em S tal que (i) 1lex=x e (ii)
(8,8,)x=8,(8,%), para todo x€S.

Se I" é um grupo de permutagoes, isto é, um
subgrupo do grupo simétrico Sm, agindo de for-
ma natural sobre [m] e {z;, zo, ..., zo} C [m]en-
tao a drbita pela acao de I' € o conjunto abaixo:

m'hr({;rl. To, ..., :r:,}) s
{{g(;rrl). N P glze)}: g € F}._

e o estabilizador é o subgrupo I'y,, . .,; dado por

{g € T {g(x1),9(x2),..., g(ze)} ={z1,. ..z}

A agao de I" é transitiva em [m] se para qual-
quer ge[m] tem-se orb(q)=[m].

Se @ ¢ uma familia de subconjuntos de X diz-se
que a acdo de I preserva P se dados Ae P e
gel tem-se g(A)e P, denota-ses por Aut( P o grupo
de permutagoes de X que preservam P

O primeiro resultado sobre evasividade que leva
em conta acoes de grupo é de 1976.
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Teorema 7 (RivesT & VUILLEMIN 1976, RV). Se
|X| é uma poténcia do primo p, Aut( P é transitivo
sobre X, D P e Xe @ entdo Pé evasiva.

Proof: Tome-se G € P.Como (P) € transitivo so-
bre X, cada elemento de X esta contido em exata-
mente ¢ conjuntos da 6rbita de G, para algum ¢ > 1.
Ademais, pondo-se I' = (P),

lorbr (G)||G| = pe.

e, portanto, ou P divide |orbr(G)}, ou P divide | |-
Se P ndo divide |orbr(G)| entdo |G| = 0. De fato,
ou|G| = Oou |G| = p", mas esta Gltima igualda-
de ndo vale pois X & P.

Se P; = {G € P|G| =i mod 2}, i = 0,1, entdo cada
P, consiste de Orbitas inteiras. Logo a condi¢do par -
fmpar (coroldrio 4) ndo € balanceada pois, para algum i,
a familia P, deve conter uma 6rbita de tamanho 1 (pois
() ¢ P), e as outras 6rbitas em ambas familias t€ém tama-
nho divisivel por p. Segue que P € evasiva. O

4.1 Acoes de grupos em complexos simpliciais

Sejam A um complexo simplicial e I" um grupo de
permutacdes agindo nos vértices de A, define-se o com-
plexo Ar da seguinte forma: os vértices de Ar sao as
faces de A ndo-vazias ['-invariantes minimais e se

Tlyenns 0,880 vértices de Ar, entdo {07, . . ., o péuma
face de Ar se e somente se G;U....UGC, € uma face de A.

Por exemplo, considere-se o complexo A da Figura 3.

/(N]

1 2

Figura 3: Exemplo: 3-simplexo

Suponha-se que I'=((123)). Entao, {1,2,3} e
{4} sao as faces invariantes minimais pela agao
de TI'. O complexo A, tem vértices X={1,2,3} e
Y={4}; como XUY € face de A, tem-se que {X,Y}
¢ face de A.. Note-se que A, tem representa-
¢ao geométrica com X sendo o baricentro do
fecho convexo de {1,2,3}, com Y=4, e {X,Y} o
segmento que une esses pontos.
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Representando-se um vértice de A pelo ba-
ricentro da face minimal invariante associada
a ele tem-se:

A = [|All; = {z € |Al|: g(z) = = para todo g € T'}.

Chama-se Aut(A) de grupo de automorfismos
de A e esse grupo também age na realiza¢ao
geométrica ||A] de A como um grupo de
homeomorfismos lineares por partes da se-
guinte forma: dado geAut(A) pde-se

gl (32 Aii) = 22 Airg(i.
A seguinte generalizacao da conjectura de Karp
foi proposta por Kahn, Saks & Sturtevant [1].

Conjectura 8 (conjectura de Karp generaliza-
da para complexos simpliciais). Se A é um com-
plexo simplicial sobre X, ndo-vazio e ndo-evasivo e
Aut(A) é transitivo sobre X entdo A é um simplexo.

5 PROPRIEDADES DE GRAFOS
COM ORDEM POTENCIA DE PRIMO

Diz-se que um complexo A é Z-aciclico se o i-
ésimo grupo de homologia reduzido (veja [5]) é
H;(A:7Z) = 0 para todo 0. Por exemplo, se A é
um k-simplexo, entao A é Z-aciclico, em particu-
lar se A é colapsavel, entao A tem os mesmos
grupos de homologia reduzido de um vértice
(O-simplexo); portanto, A é Z-aciclico.

Seja M a familia de todos os grupos I' conten-
do subgrupos I’ e I, tais que
1.T, «Ty, <« T, onde < é notacao para sub-
grupo normal;

2. I'; é um p-grupo, I',/T, é ciclico e I'/T", é um
g-grupo, com p e g primos.

De acordo com essas definicoes, sera assu-
mido o seguinte resultado.

Proposicao 9 (OLiver 1975, [10]). Se I'e M age
sobre o complexo Z-aciclico A, entdo ||Allr # 0. O

Com rela¢ao a conjectura 8, tem-se o seguin-
te resultado.
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Lema 10 (KanN, Saks & STUrTEVANT 1984, [1]).
Se A é um complexo nio-vazio Z-aciclico e Aut(A)
contém um subgrupo vértice-transitivo I'e M, entdo
A é um simplexo.

Proof: Suponha-se que I'e M age transitivamen-
te no conjunto X de vértices de A. Pela Proposigao
9 existe x € ||A||r. Considere-se A€ A a face mi-
nimal de A com z € || A|. Entao g(A) = A para todo
g € I' e pela transitividade da acao de I"em X se-
gue que A= X. Portanto, A é um simplexo. O

Com essa conexao em maos pode-se provar o
principal resultado dessa secao.

Teorema 11 (KaHN, SAks & STURTEVANT 1984,
[1]). Se n é uma poténcia de primo entdo toda proprie-
dade ndo-trivial monodtona de grafos com n vértices é
evasiva.

Proof: Seja P uma propriedade monotona
nao - trivial sobre grafos de ordem |V| = p", onde
p é um primo.

Suponha-se que P € nao - evasiva; pelo Teo-
rema 6 tem-se que mostrar que existe I'e M sub-
grupo de (P) pois, nesse caso, P € colapsavel,
portanto 7 - aciclico e pelo Lema 10 conclui-se
que P é trivial, um absurdo que prova o teorema.

Para mostrar que existe I'e M subgrupo de (P),
identifica-se V com o corpo finito com " elemen-
tos GF(p") e consideram-se o grupo de transfor-
magoes lineares e subgrupo das translagoes, res-
pectivamente

I' =
I =

{r— ax+0b:a,be GF(p"), a#0} e
{r—2+b:be GF(p")}.
A agao de I" sobre V' é duplamente transitiva

sobre 0s elementos de GF(p")e transitiva nos vér-
tices de P ¢ v(® pois

Z1We — unza

Zog — U9
_-I\ _+_

T =

Z1 —un Z1 —un

leva zywj em 2ows. I'y é um P - subgrupo nor-
mal de I' pois para todos @, b, b" € GF(p") com

a # 0,
_1 ¢
s a - a e+ 0 bl z —ab+ab +b,

onde g x — ax + b e g1 x — x+ b Portanto,
glg~ ' C Iy,
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Agora, se g(x)=x+b (x € GF(p")) é um ele-
mento de I', entdo ¢» = id. Ainda, I'/T; € iso-
morfo ao grupo multiplicativo do corpo GF(p"):

I/, — GF(p")*

I'yg — a,

onde g:x ~ ax + b, € um isomorfismo. Portan-
to, I'/T"; é ciclico.

Tomando I', = I"tem-se que I'e M. O

5.1 Uma implicacao na conjectura
de Aanderaa-Rosenberg

Nesta secao sera vista uma implicagao do
resultado de Kahn, Saks & Sturtevant na con-
jectura de Aanderaa-Rosenberg.

Denota-se por K; o grafo completo sobre o
conjunto de vértices V=[i] e por KiuK; a unido
disjunta dos grafos completos K; e Ki. Denota-se
por E,, o grafo (VE), com V=[m] e E=J, e por Ki+G
o grafo com conjunto de vértices {1} UV(G)
(uniao disjunta) e conjunto de arestas {(1,i):
ie V(G)}UE(G). Ainda, c(n) denota o minimo en-
tre as complexidades de todas as propriedades
monotonas nao-triviais de grafos de ordem .

Lema 12 Qualquer propriedade mondétona nio-
trivial de grafos de ordem n tem complexidade
c(n) > min{c(n — 1), [n?/4]}.

Proof: Seja P uma propriedade mono6tona nao
- trivial de grafos de ordemn.Se K, + E,,_, € P,
entdo P’ = {G' K} + G' € P} é uma propriedade
mondtona nao - trivial de grafos de ordem n — 1
de complexidade pelo menos c(n — 1). Da mes-
ma forma, se K; U K,,_; ¢ P constrdi P’ de com-
plexidade pelo menos c¢(n — 1). Em ambos
casos, ¢(P') < ¢(P). Entao, é possivel supor que
KiUK, 1€P €Ki+ E,_1 ¢P.

Considere-se o grafo Ky, U Ey, consistindo
de um grafo completo sobre um subconjunto
V, de [n] com cardinalidade [1/2] e nenhuma
aresta incidindo nos [n/2] vértices restantes,
que se denota por V1. Se I" é o grupo que deixa
esse grafo invariante entdo I pode ser escrito
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como o produto direto do grupo simétrico so-
bre os vértices de V;com o grupo simétrico
sobre os vértices de V,. Denote-se por L o con-
junto de arestas com um extremo em V; e o
outro em V,. Represente-se uma aresta de L
por (i, j)comjeVie je Va

Ponha-se P’ = {H C L HU Ky, € P}. Entao, 7’
€ monotona, e nao - trivial (L ¢ P, caso contra-
rio K, + E,_, € P). Pelo Teorema 15 tem-se que
P’ é evasiva, isto &, ¢(P’') = |n/2|[n/2] = [n?/4]
também, ¢(P’) < ¢(P). Portanto, ¢(P) > |n?/4].
O

O Teorema dos Numeros Primos diz que
se m(x) é a quantidade de nimeros primos me-
nores ou iguais a x, entao n(x)(logx/x) tende a
1 quando x cresce indefinidamente. Segue dai
que existe uma funcgao real f(x)=o(x) tal que
existe um primo entre x e x+f(x), para todo x.

Teorema 13 (KAHN, SAkS & STURTEVANT 1984,
[1]) Qualgquer propriedade mondtona ndo-trivial
de grafos de ordem n tem complexidade pelo me-
nos n?/4+o(n?).

Proof: Tem-se do lema acima que
c(n) > min{c(p), (p+ 1)*/4}, onde p é a maior potén-
cia de primo menor que n. Portanto tem-se do
Teorema 11 que ¢(n) > min{(}).(p+ 1)*/4} > (p+1)*/4.
Como p=n— o(n) tem-se que:

(n? 4+ o(n)? — 20(n)n)

7 =n?/4+o(n?). O

c(n) >

6 PROPRIEDADES DE GRAFOS BIPARTIDOS

Tomem-se V e W os conjuntos de naturais po-
sitivos [m] e [n], respectivamente. Por toda esta
secao, consideram-se grafos bipartidos G=(Vu
W,A) com biparticaio VUW e propriedades mo-
ndtonas nao-triviais de grafos bipartidos,
invariantes por isomorfismos, isto é, invariante
sob a agao natural do grupo S,@S, sobre VU W.

Denota-se por Bp, onde DCV, o grafo bipartido
(VU WA) com A={(vw):ve D, we W}=DxW. Note
que se @ ¢ uma propriedade mondtona nao-tri-
vial, entao existe um inteiro r(Pe{0,... ,m-1} tal
que Bpe Pse IDI<r(P) e Bpe P caso contrario.
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De fato, tem-se que se Bpe P e D'cV com
IDI=ID’| entdao Bpe ® pois P ¢ invariante sob
acao do S,®S,. Como ® é monodtona nao-tri-
vial para algum inteiro 0<r<m temos que Bpe P
se e somente se |DI<r.

Serd assumido o seguinte resultado.

Proposicao 14 (OLiver 1975, [10]). Se A é um
complexo simplicial Z-aciclico e I" é um grupo
ciclico, entdo y(Ap=1. O

Assim, coloca-se o resultado principal des-
ta secao.

Teorema 15 (Yao, 1988, [6]) Toda propriedade
monotona ndo-trivial de grafos bipartidos é evasiva.

Proof: Assuma-se que P é uma propriedade
monotona nao - trivial e nao - evasiva de grafos
bipartidos. Entao A = P ¢ aciclico.

Tome-se I' = {4y, A;....,A,_,}, onde
Ai(r.s) = (r,s+i mod n) Entdo I'=1%,< S, S, e,
portanto, A é invariante sob a acao de I'. Assim,
pela Proposicao 14 tem-se que x(Ar) = 1

Agora, vai olhar para Ar. Se r(P) = 0 entdo Ar é
vazio e \(Ar) =0 # 1, 0 que € uma contradigdo. Se
r(P) > 1, tem-se que 4;...... A, onde A; = {(i,w)we W),
sao as faces nao - vazias de A minimalmente
invariantes sob a acao de I'. Ademais,

A[‘Z{{Ag:’:ED}DgVCBJ_}EA}‘
Se Bp € A, entao Bp € P e viu-se que isso

acontece se e somente se |D| < r(P). Como uma
face de dimensao j tem cardinalidade j+1 e elas

m

sdo em numero (;},), tem-se que:
r(P)—1
x(Ar)= )

1 i m )

=0 v (j—l_ :

S () (7))
i=0 I+l o

=1+ (1)1 ('”"- B 1)

"(P)
# 1,

e tem-se uma contradi¢ao da Proposicao 14.
Portanto, P é evasiva. O
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7 PROPRIEDADES DE GRAFOS
DE ORDEM 6

O caso de seis vértices € 0 menor caso nao
coberto pelo Teorema 11 e também foi resol-
vido em [1].

Seja A uma propriedade nao-evasiva monoto-
na decrescente de grafos de ordem seis e defina-
se a propriedade dual A*={A cV@:A=V@AecAl.
Se H é um grafo de ordem seis diz-se que A con-
tém H ou H pertence a A se qualquer (equivalen-
temente, algum) grafo sobre V={1,2,...,6} iso-
morfo a H é face de A.

Assuma-se que A ¢é diferente do vazio e de
um simplexo. Essas hipoteses sobre A também
sao validas para A*. A demonstragao prosse-
gue considerando agdes de subgrupos I' do
grupo S e aplicando as Proposigdes 16 e 17
dadas abaixo ao complexo A.

Proposicao 16 (SmirH, 1941, [11]). Se "¢ um
p-grupo agindo sobre um complexo simplicial
Z-aciclico A, entdo Ay é Z-aciclico. O

Proposicao 17 (OLiveRr, 1975, [10]). Se o gru-
po I age sobre o complexo Z-aciclico A, e se I"
contém um p-subgrupo normal I, tal que IT; é
ciclico, entdo x(Ar) = 1.

Lema 18 Emparelhamentos perfeitos pertencem
a A

Proof: Seja I' o estabilizador de
M = {{1,2}.{3,4}.{5,6}}. Entao, I'S3 x Cy x Cy x Csy €,
portanto, I' € M pois é possivel tomar I';Cj e
['/T1C3 e I'y = I'. Pela Proposigao 17 (A € acicli-
co pois esta-se assumindo nao - evasividade)
Aré nao - vazio. As possiveis faces de A fixas
pela acao de I' sdo as orbitas da acao de I, as-
sim, pelo menos uma Orbita estd em A.

Mas se M € A, entdo M € A pois M é isomor-
fo ao subgrafo M’ = {{1,6},{2,3},{5,4}}de M". [0

Lema 19 Exatamente um de 2K, e K, , pertence
aA

Proof: Tome-se I'=((123), (456), (14)(25)(36)).
Entao I'Cy x C3 x Cs e segue que I' € M. Pela
Proposigao 9 pelo menos uma drbita da acao
de T estd em A.Pela Proposigao 17, se as duas



REVISTA DE INFORMATICA APLICADA  VOL. IV - N° 02 - JUL/DEZ 2008

Orbitas estao em A entdo a unido delas tam-
bém esta (Caso contrario, Ar é formado por
dois vértices o que contraria a Proposicao 17),
e assim ter-se-ia que A é um simplexo, pois a
unido das orbitas € o K,. O

Suponha-se que 2K, pertenca a A (e, portan-
to, a A*) e tome o grupo de permutagoes I'=
((153624)). Entao, I'; e, portanto, pertence a
familia M. Sejam A, B e C as Orbitas da agao de I".

A orbita A pertence a A, pois emparelha-
mentos perfeitos pertencem a A, e C pertence
a A por hipotese. Portanto, a drbita B pertence
a A, pois, caso contrario a Proposi¢ao 17 forca
AUC estar em A e B é isomorfo a um subgrafo
de AUC. Logo, BeA.

Dessa forma tem-se uma contradi¢ao, pois
tudo o que se fez vale para A*, isto é, A, Be C
pertencem a A* e, entao, A=BUC, B=AUC e
C=AUB nao pertencem a A, o que contradiz a
Proposigao 17, pois, neste caso, ter-se-ia y(A)=3.
Assim, 2K;e A e, portanto, K;; €A e K;; e Ax.

Lema 20 K; ndo pode pertencer a ambos A e A*.

Proof: Tome-se I' ={(123), (456)). Neste caso,
I'C, x C, e, entdo, I' pertence a familia M. Se K,
€ A, tem-se que D, E e F, pertencem a A. Pela
Proposigao 16 tem-se que DUE (que € isomorfo
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a DUF) pertence a A. Mas entao, (DUE)" = F =
K;nao pode pertencer a A. O

Assim, pode-se assumir que K; nao perten-
ce a A. Agora, tomando o grupo I'=((12), (3456),
(35)), tem-se I'=C xC,xC, e, portanto, I" perten-
cea M.

Lema 21 As faces de Arsio {&}, {A}, {B}, {C},
{A,B}, {A,C).

Proof: Cada um dos grafos listados sao sub-
grafos do K;; e, portanto, faces de Ar. Por ou-
trolado, AuD, BuD,CuDeBuCcontétm o
K; e, portanto, nao pertencem a A. Se D € Ar
entao x(Ar) = 2 e a Proposigao 17 implica que
um de A U D, BuD ou C u D pertence a A.
Logo D ¢ A. O

O vértice A é fixo pela acao de I' de modo
que I' age sobre Lg(A,A) e os pontos fixos des-
sa acao sao dados por

((A.A))r = (A, Ar) = {C. B}.

Por outro lado, Lg(A,A) é nao-evasivo (em
principio isso é verdade para algum vértice,
mas entao, € verdade para todos pois Aut(A) é
transitivo). Entao, pela Proposi¢ao 17 (Lg(A,A))r
deve ter caracteristica de Euler igual a 1, uma
contradi¢ao que completa a prova.





